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matricielle. Exemples.

Systemes différentiels linéaires du 1er ordre a coefs constants. Ecriture

Variation de la constante.

Monier 4 p.196
Gourdon, Sorosina.

K=R ou C. neN*. D,(K): Matrices diagonales & coefs €K.
Définition, premiéres propriétés.

A. Définition, notations.

Def 1: Soient I intervalle de R, AeM (K),

B:I > M, (K) continue sur . On appelle systéme
différentiel linéaire du 1ler ordre a coefficients

constants l'équa diff (E): X'(t)=AX(z)+B(t),

d'inconnue X : 7 — K" dérivable sur L.
(Eo): X '(t) =AX (t) est appelée systéme différentiel

linéaire homogeéne associé.
Par abus de langage on dira parfois "équation linéaire’
au lieu de "systéme linéaire”.

Notation: On notera S 1'ensemble des solutions de (E)
sur I, et Sg celui de (Eo).

B. Probléme de Cauchy-Lipschitz.

i

Th 1: Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire (1) .
Soit (to, Xo) € IXKn. Le probléme de Cauchy:

X'(t)=AX(t)+B(1)
(C){ X(1)-x,

une seule sur I, et toute solution de (C) est une
restriction de cette solution sur L.

admet une solution et

C. Structure de Sy et S.

Prop 1: P I1 1 (7 §— K
rop 1: Pour tout to€l, I'application :

"X X (1)
est bijective.
Prop 2:

1) So est un K-espace vectoriel de dimension n, et
S, > E

est un isomorphisme de K-ev.
X X(1,)

2) S est un K-espace affine de direction Sy, et

S—FE
est un isomorphisme de K-espaces affines.
X X(t,)

La solution générale de (E) est la somme de la solution
générale de (Ey) et d'une solution particuliére de (E).

II. Résolution.

A. Résolution de (Ey).

Vu la structure de Sy, si l'on dispose d'une famille libre
de n solutions X;, alors c'est une base de Sy et l'on a:

S, ={Z%Xi 1(A,..A)e K"}.

i=1

a) Cas ou A est diagonalisable. (2)

Th 2: Soit AeM,(K) diagonalisable. La solution générale
de (Eo): X '(t) = A.X () est définie par:

Vtel, X (t) = Zci.e’lft.Vi , ol:
i=1
A1,...An sont les valeurs propres de A

V41,..Vy est une base de vect. propres associés
C1,.-Cn € K quelconques.

Le calcul de P! est inutile.

Si K=R et A diagonalisable, mais seult ds M,(C), on
obtient les solutions de (Ey) a valeurs €, et on en déduit
celles a valeurs R.

Exemple 1: X'=AX,ou A=

b) Cas ou A est trigonalisable. (3)
Toute matrice de M,(C) est trigonalisable. Donc quitte a
se placer dans M,(C), cette méthode est toujours
utilisable.
| Prop 3: Si A est trigonalisable, résoudre (Eo) revient a
| résoudre un systéme différentiel en cascade.

Le calcul de P est inutile.
x'=5x-3y-4z
Exemple 2: § y'=—x+y—-2z
7'=x-3y

B. Résolution de (E).

a) Si I'on a une solution "évidente".
x'=x+y-—-z-1

Exemple 3: Le systétme § y'=x—y+z—1

'=—x+y+z-1

admet la solution évidente x=1; y=1; z=1.

b) Si le second membre est une somme de
produits d'exponentielles par des polynémes.

x'=3x-2y—4z+te' —t
y'==2x+3y+2z+te' =2t +2
7'=3x-3y—-4z-1

A est diagonalisable, et notant A=PDP-1, on fera le
changement de variable Y=P-1X qui nous raméne a des
équa diffs scalaires ler ordre.
Le calcul de P! est nécessaire

Exemple 4:

c¢) Principe de juxtaposition des solutions.
Si le second memebre peut se décomposer en une
somme de ‘“"seconds membres plus simples"
B=B;+...+Bn, on résout chaque X'(t)=A.X(t)+Bi(t), et si
on note X; sa solution,ona X = Z X, solution de (E).
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d) Méthode de variation de la constante. V. (4) Cet énoncé du Th. de variation de la constante est

Th 3: Supposons connue une base (y1, ...yn) de So.
Il existe au moins une solution y de (E) de la forme

y = Z/liyl_ , ou les A; (1<i<n) sont des applications C!
i=1

de I dans K. (4) . Monier 4 p.194-195.

lll. Intervention de I'exponentielle de
matrice (GOU p.354).

Def 2: Pour Ae M (K, on note:

+oo A”
exp(A)=e" = z—
o 1!
Prop 4: Soit Ae M, (K).
L'équation différentielle (Eo): X '(¢) = A.X (¢)
a ses solutions maximales (5) définies sur R, et la

solution prenant une valeur donnée X € R" en t=0

est: X R->R; t—> e’AXO.

Exemple 5: (Sorosina ex 10.25 p.328).
x'=—x+ay+az

y'=—x-y avec a€R.

I =X-Z

La résolution de I'équation avec second membre
(E): X'=AX+B se traite par variation de la

constante, et le solution générale en est:
t

- etAJ.e_sAB(s)ds. (Monier 4 p.203)

Ty
On utilise cette méthode lorsque les puissances
successives de A sont "faciles a calculer”.

Application aux équations
ifféerentiell lair 'ordr 3
coefficients constants (Gou p.351).

Def 3: Soit peN*. Toute équa. diff. sur K» du type:
(r) (p-1)
YW =A ()Y +.+A ()Y +B(1) (L)
ol Ap.1,..,Ao sont des fonctions continues de I - M, (K),

et B: I - K» une fonction continue quelconque, est
appelée équation différentielle linéaire d'ordre p.

Prop 5: On peut ramener I'étude de ce type d'équation a
celle d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1.
il suffit de considérer:

Y 0 I 0 Y 0
— - +
dr| 0o - 0 I : 0
y" ) \a,(r) A () )\r"?) \B(r)
X' A X B

Et l'étude précédente s'applique donc a toutes les
équations différentielles linéaires, quel que soit leur
ordre.

V. Notes.

(1) Le "vrai" th. de Cauchy-Lipschitz linéaire prend pour
hypothese A: I - L(E), t = A(t) continue.
(Coefs non nécessairement constants).

(2) A diagonalisable dans Mn(K)
& E=OFE,

& Pa(X) scindé a racines simples sur K
< 3P scindé a rac. sples annulateur de A.

(3) A trigonalisable dans M,(K)

& Pa(X) scindé sur K,

toujours vrai si K est algébriquement clos (par ex.
K=0).

valable pour toute équa. diff. linéaire du ler ordre, y
compris a coefs non constants: hypothese A: 1 = L(E),

t = A(t) continue, comme pour Cauchy-Lipschitz, Cf.
note (1).

(5) Solutions maximales: (Gourdon p.348).

Une fonction ¢: [CR —Kn est dite solution maximale de
(E) s'il n'existe pas d'autre solution ¥: JcR — K» telle
que: Ic], [#].



